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問1 量子力学における基底変換【解答例】(49ページ)

(2) . . .次に規格化定数 N を求めるために ⟨x|x′⟩ = δ(x − x′)の左辺に恒等演算子の分解を適用す

る. . . .

http://www.msc.osaka-u.ac.jp/physics100/


問4 量子力学における調和振動子 (4ページ)
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問4 量子力学における調和振動子【解答例】(53ページ)
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問10 表面吸着の統計力学による解析【解答例】(56ページ)

(2) . . .ここで P0 =
(
λ3βeβϵ0

)−1
である. . . .

問17 Brillouin領域の描画【解答例】(62ページ)

. . .

b2 = 2π
n× a1

|a1 × a2|

=
2π

3a2
a (0, 0, 1)× (1, 0, 0)

=
2π

3a
(0, 1, 0)

この b2は，問 15の解答例で示した b2 = 2π(a1 ×n)/|a1 × a2|とは逆向きだが，逆格子ベクトルは
一般にG = m1b1 +m2b2 (mi は整数)と書かれるので，どちらで表しても構わない．図 2A.2に逆

格子を図示する．

問22 結晶における回折条件【解答例】(67ページ)

(3) . . .

d =
G

|G|
·a1

h
=

1

|G|
(hb1 + kb2 + lb3) ·

a1

h
=

2π

|G|

問26 回折パターンによる格子定数の同定 (13～14ページ)

周期的に配置された散乱体からなる 2 次元格子試料にレーザー光 (波長 λ)を照射し, 試料から十分

後方の距離 Lに配置したスクリーンで回折パターンを投影させ, 得られた逆格子像から試料の格子定

数の決定を試みる. 簡単のため, 試料は極めて薄く光軸に対して垂直な 2次元構造のみを有するとし,

. . .

(1) λ = 632.8 [nm], L = 3.0 [m]の光学系において, 未知の格子定数 a1, a2 (a1 > a2)を有する単

純直方格子多結晶試料の回折パターンを取得したところ, . . .



(2) . . .続いて, 同一の光学系において, 格子定数未知の非単純非直交格子試料を用いて実験を行っ

たところ, 図 3.2に示すような周期的な回折パターンが得られた. 様々な指数の付け方があり

うるが, 図 3.2に示したように設定するとして，非単純非直交格子試料の予想される実格子パ

ターンを各格子点の指数を含めて図示せよ.
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図 3.2: 非単純非直交格子試料の回折パターン

問26 回折パターンによる格子定数の同定【解答例】(69～70ページ)

(1) 一般に，3次元系における逆格子ベクトル bi (i = 1, 2, 3)は，実格子ベクトル aiに対して以下

のように表される．

b1 =
2πa2 × a3

a1 · (a2 × a3)

2次元格子においては，a1，a2 を格子面内方向の基本ベクトル，a3 を格子面垂直方向の単位

ベクトルとして考えればよいので，逆格子ベクトル b1の向きは格子面内かつ a2に対して垂直

方向，大きさは

|b1| =
2π|a2||a3|

|a1|(|a2||a3|) cos(Θ− 90◦)
=

2π

|a1| sinΘ

と求められる．ここで，Θは a1，a2間の内角である．b2に関しても同様である．また，Bragg

の法則より以下の式が成り立つ．

θ ≈ sin θ =
λ

2|ai|
=
λ|bi|
4π

sinΘ

すなわち，λ = 632.8× 10−6 [mm]，L = 3.0× 103 [mm]，Θ = 90 [◦]より，スクリーン上では

|bi|に対して，

m =L tan 2θ ≈ λL

2π
sinΘ =

0.95

π
[mm2]

倍された逆格子パターンが投影されることになる．また，多結晶の回折パターンは単結晶と

は異なり，様々な方向を持った結晶面の逆格子点が重なり合うことで同心円上に繋がったもの

になる．これを Debye–Sherrer環と呼ぶ．21 × 2 > 32より 2a2 > a1 > a2 であるので，得

られた Debye–Sherrer環は小さいものから順に，指数 (h, k) = (1, 0), (0, 1), . . .の逆格子に対



応することが分かる．したがって，逆格子ベクトルの大きさはそれぞれ |b1| = 69.5 [mm−1],

|b2| = 105.9 [mm−1]となり, 実空間の格子定数はそれぞれ a1 =90.4 [µm], a2 =59.3 [µm]と求

められる.

(2) 単純正方格子の測定結果から，本光学系においてスクリーン上に投影される逆格子パターンの

倍率は，

m =
5

|b|
=

5

2π/(0.1× 10−3)
=

2.5

π
× 10−4 [mm2]

と求められる．m|b1| = 16 [mm]，m|b2| = 15 [mm]，また b1，b2 間の内角が 60◦ であること

から，非単純非直交格子試料の実空間の格子定数はそれぞれ a1 = 36.1 [nm]，a2 = 38.5 [nm]，

内角は Θ = 120 [◦]と求められる．

単位格子中に含まれる散乱体数を N，j 番目の散乱体の位置を rj = xja1 + yja2 とすると

(0 ≤ xj , yj < 1)，構造因子は

F (h, k) =

N∑
j

exp{i2π(hxj + kyj)}

で表される．図 3.2より, 指数 (h, k) = (1, 0), (0, 1), (3, 0), (2, 1), . . .に対応する逆格子点での

強度が消滅している (F = 0)ことから，消滅則は h+ k = (奇数)である．この条件を満足する

散乱体配置は，

F (h, k) = 1 + exp{iπ(h+ k)} = 0

のとき，すなわち (xj , yj) = (0, 0), (1/2, 1/2)と求められる．以上より，予想される実格子パ

ターンは図 3A.4のようになる．なお，Lが数mの現実的な光学系で上記の倍率を達成しよう

とすると，波長領域が λ ≈ 10−10 [m]程度である X線が必要となる．また，本問では実空間で

体心格子となるよう指数を指定したが，単純格子となるように指数を付けることも可能である．
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図 3A.4: 非単純非直交格子試料の実格子パターン

問32 Debyeモデルにおける格子比熱 (16ページ)

(2) 結晶を伝搬する角振動数には上限が存在し, 密度 1/a3 = N/L3 に依存する (N = (L/a)3 は原

子数). (1)で求めた状態密度を参考にして, このモード数を与える上限の角振動数 ωD を求め

よ. これを Debye角振動数と呼ぶ.



問32 Debyeモデルにおける格子比熱【解答例】(75ページ)

(1) 波数空間において, 波数 qを半径とした球内にある状態数（モード数）M は, 振動モードの自

由度 3まで考慮すると

M = 3×4πq3

3

L3

(2π)3

で表される. 分散関係 ω(q) = vqと状態密度の定義から, 状態密度は以下のようになる.

D(ω) =
dM

dω
=

dM

dq

dq

dω
=

3L3

2π2v3
ω2

(2) 全モード数 (つまり原子数N = (L/a)3 と振動モードの自由度 3の積)と状態密度の関係式は,

3N =

∫ ∞

0

D(ω)dω =

∫ ωD

0

D(ω)dω

となる. (1)で導出した状態密度を用いて, Debye角振動数 ωD
3 = 6π2Nv3/L3 = 6π2v3/a3 が

求められる.

(3) 分布関数として Bose分布を用いると, エネルギーは,

E=

∫ ωD

0

ℏω

exp
(

ℏω
kBT

)
− 1

D(ω)dω =
3ℏL3

2π2v3

∫ ωD

0

ω3

exp
(

ℏω
kBT

)
− 1

dω

. . .

問34 Landau準位 (17ページ)

一様な静磁場を印加した 3次元電子系に関して, ベクトルポテンシャルをA = (By, 0, 0) (つまり磁

束密度がB = (0, 0,−B)と z軸方向)として, 以下の問いに答えよ. . . .

問34 Landau準位【解答例】(76, 77ページ)

(2) . . . , ωc = e|B|/mと定義すると, . . .

(3) . . .状態密度は,

D(E)dE =
4V

(2π)3
2πmωc

ℏ
∑
n

dkz,n(E)

となる. ここで, 4という係数は,スピン自由度および,与えられたエネルギーEに対して kz,n(E)

が正負の 2通りあることに由来する. z軸に垂直な方向の自由度が nで特徴づけられる時, z軸

方向の正の波数は以下のように表される.

kz,n =

√
2m

ℏ2

√
E − ℏωc

(
n+

1

2

)
dkz,n
dE

=

√
m

2ℏ2
1√

E − ℏωc

(
n+ 1

2

)
よって, 状態密度は,

D(E) =
(2m)3/2ωcV

4π2ℏ2
∑
n

Re

 1√
E − ℏωc

(
n+ 1

2

)


として与えられる. この関数を適当なスケールでプロットすると図 5A.1のようなグラフが得

られる.



/

図 5A.1: 磁場が印加された 3次元電子系の状態密度の概形

問36 自由電子系の化学ポテンシャル【解答例】(78～79ページ)

化学ポテンシャル µ は, 絶対零度では全粒子の占有が完了するエネルギーと見なすことができる. 一

方, 有限温度では以下のように決められる. Fermi 分布関数 f(E) は µ と温度 T を用いて以下のよ

うに書ける.

f(E) =
1

exp [(E − µ)/(kBT )] + 1

この Fermi 分布関数と状態密度 D(E)を用いて, 全粒子数 N は以下のように表される.

N =

∫ ∞

0

D(E)f(E) dE

すなわち, 図 5A.2の実線を積分することになる. その積分値が, 温度に依らず一定値 N を与えるよ

うに化学ポテンシャル µは決められる.

. . .

問37 自由電子系の比熱【解答例】(80～81ページ)

(2) 3次元自由電子の数 nは, 状態密度D(E)と Fermi分布関数 f(E)を用いて,

n =

∫ ∞

0

D(E)f(E)dE

. . .

(3) . . . (2)で得られた化学ポテンシャルの表式を用いて, 全体として温度の 2次まで評価すること

を考えると,

2

5
Cµ5/2 ≈ 2

5
CEF

5/2

[
1− 5

2

π2

12

(
kBT

EF

)2
]
= D(EF)

[
2

5
EF

2 − π2

12
(kBT )

2

]

問38 低温における電子の輸送現象 (18ページ)

(2) 温度差と電場の両方が存在する場合, Fermi分布関数 f はそれらがない平衡状態の分布 f0から

ずれる. 温度差, 電場が十分小さい場合を仮定すると, 分布関数は,

f(k) = f0(k) +

[
eτ(k)ν(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)]
E +

[
τ(k)ν(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)
(ϵ(k)− µ)

](
− 1

T

)
dT

dx

で与えられる. . . .



(3) 温度勾配がない場合, 電流密度は電気伝導度 σと電場 E の積で与えられる. 電気伝導度を求め

よ. また, 今後の計算のため以下のKn (n = 0, 1, 2)を使い, 答えを整理せよ.

Kn =

∫ ∞

−∞
L(ϵ)(ϵ− µ)n

(
−∂f0
∂ϵ

)
dϵ

L(ϵ) =
∑
k

τ(k)ν2(k)δ(ϵ− ϵk)

問38 低温における電子の輸送現象【解答例】(81ページ)

(4) 単純に代入すれば,

J = e
∑
k

ν(k)f(k)

=
∑
k

{
eν(k)f0(k) +

[
e2τ(k)ν2(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)]
E

+

[
eτ(k)ν2(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)
(ϵ(k)− µ)

](
− 1

T

)
dT

dx

}
を得る. 第 1項目は電場がない状況を表し, 対称性から必ず 0になる. これにより,

J =
∑
k

{[
e2τ(k)ν2(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)]
E +

[
eτ(k)ν2(k)

(
−∂f0
∂ϵ

)
(ϵ(k)− µ)

](
− 1

T

)
dT

dx

}
が得られる.

問40 de Haas–van Alphen効果を用いたFermi面の観測法 (19ペー

ジ)

(1) 一般に, Planck定数をhとして,運動量pを閉じた軌道に沿って積分した値が
∮
p·ds = (n+1/2)h

と量子化される (n = 0, 1, 2, . . .)条件が, Bohr–Sommerfeldの量子化条件として知られている．つ

まり,電子の波数ベクトルをkとすれば,磁場がない場合の電子に対しては,
∮
ℏk·ds = (n+1/2)h

と書ける．磁場中における電子に対する Bohr–Sommerfeldの量子化条件を書き下せ.

(2) . . .式 (5.1)を時間に関して積分すると, 電子は dk/dt = F /ℏに従って波数空間を移動する (波

数ベクトルを変える)ことから, . . .

(3) 式 (5.2)より, 波数空間における一定のエネルギー ϵの電子が囲む軌道面積 Aと S の関係を求

めよ. さらに, (2)で求めた式を用いて, Aと磁場の強さH の関係を求めよ.

問40 de Haas–van Alphen効果を用いたFermi面の観測法【解
答例】(82ページ)

(1) ベクトルポテンシャルA, Coulombポテンシャル ϕ,電場E = −Ȧ−gradϕ,磁束密度B = rotA

に対して, 質量 m, 電荷 −e の電子の位置 r と速度 v = ṙ は Newton の運動方程式 mv̇ =

−eE − ev ×B に従う．これを与えるラグランジアンは L = (m/2)ṙ2 − eṙ ·A(r) + eϕ(r)と

書ける．つまり，電磁場中での電子の運動量は p = ∂L/∂ṙ = mv − eAと表される．よって,

磁場中の電子に対して, Bohr–Sommerfeldの量子化条件は, 以下のように書かれる.∮
(mv − eA) · ds =

∮
(ℏk − eA) · ds =

(
n+

1

2

)
h (5A.3)

ここで, ℏkは磁場の影響を差し引いた電子の運動量, kは電子の波数ベクトルを表す．



(3) . . .

An =
2πeµ0H

ℏ

(
n+

1

2

)
(5A.4)

An は軌道の面に垂直な波数成分 (以下 kz とする)に対して一定であるため，波数空間で電子

軌道は断面積Anの円筒を形成する．この円筒を Landauチューブと呼ぶ．式 (5A.4)の nが大

きくなると, 電子軌道が囲む円も拡大するため, 波数空間でこの電子の存在が許される領域は多

層の同軸円筒構造となる．

ただし, kz に対して面内の運動エネルギーは一定だが, z 軸方向の運動を含めた総運動エネル

ギーは変化するため, Landauチューブが等エネルギー面を形成しているわけではないことに注

意する．

(4) . . .波数空間で極大, 極小となる断面である. 例を挙げると, ひょうたん型の Fermi面では, 上下

の膨らみと中央のくびれにおける 3つの断面積を求めることができる．これは, このような極

値断面積において, Fermi面と Landauチューブの重なる領域が最大となり, 状態密度が最大と

なるためである．

問41 3次元系のBose–Einstein凝縮 (20ページ)

(3) T < T0 における定積比熱を計算せよ. なお,比熱の温度微分は T0 を境に不連続となる. これ

は, Bose–Einstein凝縮が連続相転移であることを意味する.

問41 3次元系のBose–Einstein凝縮【解答例】(83ページ)

(1) . . .温度について解くと,

T0 =
ℏ2

2mkB

[
4π2n

ζ
(
3
2

)
Γ
(
3
2

)]2/3
を得る.

問48 Hall効果による物理量の推定【解答例】(88ページ)

(2) 設問 (1)で得られた式を ω = 0とすればよい. これにより易動度 µは以下となる.

µ = −eτ
m

(3) 電流密度は j = −nevで定義されるため, 電子の散乱時間を τe, サイクロトロン角振動数を ωe

として以下を得る. (
jx

jy

)
= −neµe

(
1 −ωeτe

ωeτe 1

)(
Ex

Ey

)
ホールの場合電荷の符号が逆転し, ホールの緩和時間を τh, サイクロトロン角振動数は ωhとす

ると, (
jx

jy

)
= peµh

(
1 ωhτh

−ωhτh 1

)(
Ex

Ey

)
となる. 電子とホールがキャリアとして存在する場合, 上記の式を合わせたものが電流密度と

なるため, 電気伝導率テンソル σは,

σ =

(
σxx σxy

σyx σyy

)
=

(
e(−nµe + pµh) +e(ωeτenµe+ωhτhpµh)

−e(ωeτenµe+ωhτhpµh) e(−nµe + pµh)

)



と得られる. σxy = −σyx となる.

(4) 電流の式を電場について解くと,(
Ex

Ey

)
=

1

σxx2 + σxy2

(
σxx −σxy
+σxy σyy

)(
jx

jy

)

を得る. 電流が x方向に流れているとすると jy = 0なので,

Ey = +
σxy

σxx2 + σxy2
jx

弱磁場の極限 B → 0とし, τe,h と ωe,h を消去すれば,

Ey

jxB
=

−e(nµe
2 − pµh

2)

σxx2 + σxy2
→ −e(nµe

2 − pµh
2)

σxx2
=

pµh
2 − nµe

2

e(pµh−nµe)2

したがって, Hall係数は,

RH =
pµh

2 − nµe
2

e(pµh−nµe)2

となる.

問50 サイクロトロン共鳴を用いた電子の有効質量の測定法【解答
例】(90ページ)

(2) . . .x方向の電流密度 jx= Re[j̃xe
−iωt]を与える複素振幅 j̃x は,

j̃x = −qnṽx =
q2nA

m∗

−i
(
ω + qB

m∗

)
+ 1

τ(
−iω + 1

τ

)2
+
(

qB
m∗

)2=q2nm∗
1

−i
(
ω − qB

m∗

)
+ 1

τ

A

であるので, 複素伝導率 σは,

σ =
j̃x
A

=
q2n

m∗
1

−i
(
ω − qB

m∗

)
+ 1

τ

. . .

問53 Blochの定理【解答例】(92ページ)

(1) ハミルトニアンは

Ĥ = −ℏ2∇2

2m
+ V (r)

と表されることから, 独立した 1電子の Schrödinger方程式は以下のように書かれる.

Ĥψ(r) =
[
−ℏ2∇2

2m
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r)



問55 2 次元正方格子における強束縛近似【解答例】(95ページ)

(3) 式 (7A.2)のエネルギーを第 1 Brillouin 領域内の全ての波数 (−π/a ≤ kx < π/a, −π/a ≤ ky <

π/a) で積分することを考える. このとき, 系全体のエネルギーは,

E =

∫ π/a

−π/a

∫ π/a

−π/a

Ek dkxdky
Na2

(2π)2

= −2t

[∫ π/a

−π/a

cos (kxa) dkx

∫ π/a

−π/a

dky +

∫ π/a

−π/a

dkx

∫ π/a

−π/a

cos (kya) dky

]
Na2

(2π)2

= 0

問56 蜂の巣格子におけるエネルギーバンド【解答例】(27ページ)

. . .このときのハミルトニアンは第 2量子化を用いて,

H =
∑
R

t
(
c†r0+R,2cr0+R,1 + c†r1+R,2cr0+R,1 + c†r2+R,2cr0+R,1 +H.c.

)
と書くことができる. ここで cr+R,n は, 位置 r + Rの単位格子内にある原子 (黒丸: n = 1, 白丸:

n = 2) の電子の消滅演算子を表し, r0 = (0, 0), r1 = (−3a/2,
√
3a/2), r2 = (−3a/2,−

√
3a/2) で

あり, Rは各格子の位置を表す. また, N は格子点の数であり, tは電子の飛び移り積分を表す. . . .

問59 半導体中の電子密度と正孔密度 (30ページ)

(1) . . .ただし, 伝導帯の底のエネルギーは Ec, 価電子帯の頂上のエネルギーは Ev, Fermi準位 (化

学ポテンシャル)は EF と表し図に記入せよ.

(2) 電子密度 nと正孔密度 pが次式で与えられることを示せ. ただし, Ec−EF ≫ kBT , EF−Ev ≫
kBT とする.. . .

問60 pn接合における空乏層 (30ページ)

. . . p型半導体と n型半導体の単位長さあたりの電荷密度の絶対値を ρp, ρn として . . .

問60 pn接合における空乏層【解答例】(105ページ)

(1) . . . n型半導体の空乏層領域 (−xn < x < 0) の電位 ϕn(x) を考える. 電荷密度の絶対値が ρnと

すれば，実際の電荷密度は −ρn なので，Poisson 方程式より,

d2

dx2
ϕn(x) =

ρn
ε

(8A.1)

問67 時間に依存する摂動論と状態遷移 (34ページ)

(2) t = 0において, 系の状態が u0 にあったとする. 摂動の 1次まで評価することにより, . . .



問67 時間に依存する摂動論と状態遷移【解答例】(111ページ)

(2) (1)で得られた時間発展の方程式に対して具体的なHint の表式を代入すると,

∂am(t)

∂t
=

eiϵmt/ℏ

iℏ

∫
u∗m(r)ex̂F sin(ωt)

∑
n

an(t)un(r)e
−iϵnt/ℏd3r

= . . .

となる．一次の摂動まで評価すると,

am(t) = am(0)− eF

2ℏ
∑
n

∫
[u∗m(r)x̂un(r)] d

3r

∫ t

0

[
ei(ϵm−ϵn+ℏω)s/ℏ − ei(ϵm−ϵn−ℏω)s/ℏ

]
an(0)ds

= am(0)+
ieF

2

∑
n

∫
[u∗m(r)x̂un(r)] d

3r

[
ei(ϵm−ϵn+ℏω)t/ℏ − 1

ϵm − ϵn + ℏω
− ei(ϵm−ϵn−ℏω)t/ℏ − 1

ϵm − ϵn − ℏω

]
an(0)

となる. ただし t = 0において, 系の状態が u0 であるため ai(0) = δi0 となり,

am(t) = δm0+
ieF

2

∫
[u∗m(r)x̂u0(r)] d

3r

[
ei(ϵm−ϵ0+ℏω)t/ℏ − 1

ϵm − ϵ0 + ℏω
− ei(ϵm−ϵ0−ℏω)t/ℏ − 1

ϵm − ϵ0 − ℏω

]
が得られる.

問71 物質境界における電磁波の屈折と反射 (35ページ)

物質の境界における電磁場の屈折, 反射について以下の問いに答えよ. ただし, 透磁率は全領域で真

空の透磁率 µ0 に近似できるものとする.

問71 物質境界における電磁波の屈折と反射【解答例】(114ページ)

(3) . . .電場については,

ε
∂Ex

∂t
= [∇×H]x =

∂Hz

∂y
, −iεωEx = ikyHz, Ex = −kyHz

εω
= − kyHz

n2ε0ω

問83 2次元 Ising模型と平均場近似【解答例】(124ページ)

(2) カノニカル分布による分配関数 Z は β = 1/(kBT )を用いて,

Z = tr exp (−βH)

= tr exp

(
βJzm

∑
i

Si − β
JzNm2

2

)

=

N∏
i=1

∑
s=±1

exp (βJzms) exp

(
−βJzNm

2

2

)
= 2NcoshN (βJzm)exp

(
−βJzNm

2

2

)
(3) · · · となる. 転移温度近傍においては Jzm/kBT ≪ 1と仮定できるため, tanhを 3次までで

Taylor展開を行うと,

m =
√
3
T

Tc

√
T − Tc
Tc



問84 古典論における磁性 (Bohr–van Leeuwenの定理)【解答例】
(125ページ)

(2) . . .

Z =

∫
· · ·
∫ N∑

i=1

exp

(
− Hi

kBT

)
dr1 · · · drNdp1 · · · dpN

. . .

Z =

∫
· · ·
∫ N∑

i=1

exp

(
− Πi

2

2mkBT

)
dr1 · · · drNdΠ1 · · · dΠN


